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Аннотация. Дана постановка задачи о распространении не осесимметричных 

собственных волн в трехслойных цилиндрических оболочках, а движение заполнителя 
описывается динамическими уравнениями теории вязко упругости. Разработаны методика 
расчета на основе методов Мюллера, Гаусса и ортогональной прогонки.  

Получены численные результаты комплексной фазовой скорости в зависимости от 
различных волновых чисел и параметров осесимметричной цилиндрической механической 
системы для гипотез Кирхгофа- Лява и Тимошенко. Обнаружено, что при решении задачи 
распространения собственных волн в составных цилиндрических телах, для достаточно 
длинных волн, фазовые скорости первой формы, по гипотезам Кирхгофа-Лява и Тимошенко, 
хорошо согласуются между собой. Но, поглощающие волны по двум гипотезам разные. 
Установлено, что при коротких волнах можно пользоваться уравнениями оболочек с 
учетом сжимаемости заполнителя. Найдено, что увеличение толщины заполнителя 
особенно существенно сказывается при сравнительно малых толщинах заполнителя. 

Ключевые слова: вязкоупругая механическая система, собственная волна, 
конструкция, трехслойный цилиндр, жесткое скрепление. 

Рассмотрим распространение свободных волн в двух бесконечно длинных слоистых 
вязкоупругих цилиндрических оболочках, между которыми находятся слои вязкоупругого 
заполнителя. Уравнения движения вязкоупругого цилиндрического заполнителя, в системе 
координат 𝑟, 𝜃, 𝑧, записывается в виде [1] 

�̃�𝑠𝛻
2�⃗⃗� + (�̃�𝑠 + �̃�𝑠 )𝑔𝑟𝑎𝑑𝑑𝑖𝑣�⃗⃗�

 = 𝜌
𝑠

𝜕2�⃗⃗� 

𝜕𝑡2
 ,        (1) 

где �⃗⃗� (𝒖𝒓, 𝒖𝜽, 𝒖𝒛) -вектор перемещений точек среды; s -плотность материала среды: 

�̃�𝒔𝝋(𝒕) = 𝝀𝟎𝒔 [𝝋(𝒕) − ∫ 𝑹𝝀𝒔(𝒕 − 𝝉)𝝋(𝝉)𝒅𝝉
𝒕

𝟎
] ; �̃�𝒔𝝋(𝒕) = 𝝁𝟎𝒔 [𝝋(𝒕) − ∫ 𝑹𝝁𝒔(𝒕 − 𝝉)𝝋(𝝉)𝒅𝝉

𝒕

𝟎
], (2) 
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𝑅𝜆𝑠(𝑡 − 𝜏)и 𝑅𝜇𝑠(𝑡 − 𝜏)-ядра релаксации; 𝜆0𝑠, 𝜇0𝑠- мгновенные модули упругости; 𝜑(𝑡)-
функция времени. Применяемые обычно в расчетах уравнения движения трехслойных 
оболочек получаются с привлечением различного рода допущений, связанных с характером 
деформирования заполнителя [1]. С целью оценки приемлемости получаемых на основании 
этих уравнений результатов, при решении динамических задач для трехслойных 
цилиндрических оболочек, предложен уточненный подход, когда движение заполнителя 
описывается динамическими уравнениями теории вязко упругости (1), а несущие слои 
рассматриваются как тонкие оболочки, подчиняющиеся гипотезам Кирхгофа – Лява или 
Тимошенко. Контакт между несущими слоями и заполнителем может быт жестким или 
скользящим. Уравнения движения несущих слоев (оболочек) в перемещениях, в 
символической векторно – матричной форме, запишем в виде  

𝐿𝑖𝑗�⃗⃗� 𝑘 − ∫ 𝐿𝑖𝑗𝑅𝐸к(𝑡 − 𝜏)�⃗⃗� 𝑘(�⃗� , 𝜏)
𝑡

0
𝑑𝜏 =

(1−𝜈0к
2)

𝐺0кℎ0к
�⃗⃗� к + 𝜌0к

(1−𝜈0к
2)

𝐺0к

𝜕2�⃗⃗� 𝑘
𝜕𝑡2
. ( 1,2)k =  (3) 

Здесь индекс 𝑘 = 1 относится к внутреннему несущему слою, а 𝑘 = 2-к внешнему 
слою, 𝑈𝑘-вектор перемещений точек срединной поверхности несущего слоя. Продольно – 

поперечные волны. В этом случае, кроме обычного условия 
∂

∂𝜃
= 0, справедливого для всех 

осесимметричных задач 𝑢𝜃 = 𝜗𝑘 = 0. Решение уравнений ищем в виде  

{�⃗⃗� 𝑘, �⃗⃗� } = {�⃗⃗� 𝑘,0, �⃗⃗� 0} 𝑒𝑥𝑝 𝑖 (𝜉𝑧 − 𝜔𝑡),            (4) 

где �⃗⃗� 𝑘,0(𝑢𝑘,0, 𝑤𝑘,0)- отличные от нуля амплитуды смещений точек срединных 

поверхностей несущих слоев; 𝑢0(𝑈(𝑟),𝑊(𝑟))-амплитуды перемещений точек 
заполнителя;𝜉 = 2𝜋/𝜆𝑓; 𝜔 = 𝑐𝑓𝜉; 𝜆𝑓 , 𝑐𝑓 = с𝑓𝑅 + 𝑖с𝑓𝐼- длина и комплексная фазовая скорость 

волн. Подставляя выражения для 𝑈𝑘 из (4) в (3), получаем систему алгебраических 
уравнений относительно 𝑢𝑘,0, 𝑤𝑘,0 с комплексными коэффициентами  

𝜉2𝑢𝑘,0 + 𝑖𝜉
𝛾𝑘
𝑎𝑘
𝑤𝑘,0 = −𝜌𝑘

1 − 𝑣𝑘
2�̄�𝑘

𝜔2𝑢𝑘,0 −
1− 𝑣𝑘
2�̄�𝑘ℎ𝑘

𝑞𝑧𝑘
0 : 

ℎ𝑘
2

12
𝜉4𝑤𝑘,0 +

𝑤𝑘.0
𝑎𝑘
2 + 𝑖𝜉

𝛾𝑘
𝑎𝑘
𝑢𝑘,0 = 𝜌𝑘

1−𝑣𝑘
2�̄�𝑘

𝜔2𝑤𝑘,0 −
1−𝑣𝑘
2�̄�𝑘ℎ𝑘

𝑞𝑟𝑘
0        (5) 

Из (5) находим нагрузки, которые передаются на заполнитель со стороны обшивок как 
функции амплитуд перемещений точек срединной поверхности соответствующего несущего 
слоя. Для всех рассмотренных случаев построены зависимости фазовой скорости от 
волнового числа (дисперсионные кривые). В качестве примера вязкоупругого материала 
примем трех параметрическое ядро релаксации Колтунова-Ржаницына 𝑅к(𝑡) = 𝐴к𝑒

−𝛽к𝑡/𝑡1−𝛼к 
с параметрами𝐴к = 0,048;  𝛽к = 0,05;  𝛼к = 0,1. Следует отметить, что с ростом толщины 

заполнителя (с увеличением 𝑘𝑠) это различие уменьшается, так что для толстого заполнителя 
(𝑘𝑠 > 20) предположение о скользящем контакте является приемлемым, особенно при 
определении минимумов кривых дисперсии.  

Исследовано влияние толщины, жесткости и веса заполнителя на скорости 
распространения волн. Как показали расчеты, с увеличением толщины заполнителя, 
реальные и мнимые части комплексной фазовой скорости, для первой формы-увеличивается, 
а для второй – несколько понижается. Увеличение толщины заполнителя особенно 
существенно сказывается при сравнительно малых толщинах заполнителя [2]. 

На основе полученного результата установлено, что увеличение толщины заполнителя 
особенно существенно сказывается на изменении комплексной фазовой скорости при 
сравнительно малых толщинах заполнителя. С ростом порядка моды крутильных колебаний 
густота расположения кривых на плоскости фазовой скорости и волновых чисел 
увеличивается. В случае коротких волн существует предельное значение комплексной 
фазовой скорости.  
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QOVUSHQOQ-ELASTIK MUHITDA JOYLASHGAN SUYUQLIKLI 
SILINDRIK INSHOOTLARDAGI GARMONIK TO‘LQINLAR 

YUKLANISHINI TAHLILI 

Safarov I. I.  

Toshkent kimyo texnologiyalar instituti professori, f-m.f.d. 

Axmedov Sh. R. 

“TIQXMMI” MTU Buxoro tabiiy resurslarni boshqarish instituti dotsenti, t.f.n. 

Jo’rayev O., Jalolova G. 

“TIQXMMI” MTU Buxoro tabiiy resurslarni boshqarish instituti magistrantlari 

Annotatsiya. Elastiklik tizimda silindrik ichki yuzasining doiraviy halqasini bir xil turdagi 
garmonik yuklanganda elastik to‘lqinlarning tarqalish masalasi qo‘yiladi. Siljish maydoni kontur 
integrallari sifatida namoyon bo‘ladi. Ichki yuzasidagi tebranishlar va to‘lqinlar tahlil qilinadi. 
Uzoqdagi maydon uchun siljishlar va kuchlanishlar uchun yetarli nuqta uslubi bilan asinxronik 
ifodalar olingan. 

Kalit so‘zlar: Qovushqoq-elastik muhit, elastik to‘lqin, silindrik quduq, seysmik to‘lqin. 
Abstract. The problem of propagation of elastic waves when a circular ring of the cylindrical 

inner surface is subjected to a uniform harmonic load an elastic system is posed. The displacement 
field is represented as contour integrals. The vibrations and waves on the inner surface are 
analyzed. Asynchronous expressions for the displacements and stresses for the far field are 
obtained using the sufficient point method. 

Keywords: Viscoelastic medium, elastic wave, cylindrical well, seismic wave. 


