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Аннотация. Статья посвящена развитию теории и методов расчета колебаний 

вязкоупругих тороидальной оболочек на основе моментной теории. Теоретически проблема 

еще не поставлена в математическом аспекте, не достаточно развиты методы решения и 

алгоритмы, с учетом вязкоупругих свойств материала. Также недостаточно изучены 

проблемы выбора ядра и его реологических параметров, их влияния на частоту и 

коэффициент демпфирования. 

Введение. Тороидальные оболочечные конструкции находят большое применение в 

ракетостроении, самолетостроении, судостроении и строительстве [1-3]. Такая оболочка 

образована вращением кольца (см. рис. 1) радиуса  относительно оси . Расстояние центра 

кольца от оси обозначим через . Поскольку в литературе не имеется данных ни 

теоретических, ни экспериментальных о спектре частот собственных колебаний, то при 

практических расчетах тор иногда заменяют цилиндрической оболочкой, длина которой  

равна среднему периметру тора, а радиус  равен менышему радиусу тора [5,6]. Тор 

представляет собой замкнутую поверхность и потому жесткость такой оболочки значительно 

превосходит жесткость цилиндрической оболочки.  

 

Рис.1. Элементы тороидальной оболочки 

Большая жесткость тора по сравнению с цилиндром скажется не только на абсолютном 

значений частот, но также и на характере их распределения. Иными словами, если низшая 

частота собственных колебаний цилиндрической оболочки связана с минимальным числом 

волн в продольном направлении, то для тора это условие не соблюдается [7,8]. Низшая 

частота связана не только с геометрическими характеристиками, но и с определенным 

числом волн в направлениях  и . 

Геометрические параметры и параметры деформаций. Радиус произвольного 

сечения будет  

r z
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l
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Положение точки на поверхности тора определяется системой ортогональных 

криволинейных координат  и . Геометрические параметры тора в обозначениях [2] будут  

 

Для получения параметров деформаций обозначим -перемешенные по нормали к 

срединной поверхности; -перемещение касательной координате ; - 

перемещение касательной координате ; На основании общих формул теории 

оболочек параметры деформаций растяжения будут 

 (3) 

 Формулы (3) действительны не только для замкнутого тора, но и для  

 любой тороидальной поверхности. Здесь  

 

где E0- мгновенный модуль упругости, - ядро релаксации, - произвольная 

функции времени. Предполагается, что интегральные члены в (2) –(4) малые. Тогда для 

функции )(tf  сушествует функция ( ) ( ) ti Rettf
 −

=
 и интегральные члены заменяются 

следующими выражениями [6] ( ) ( )  R

S

кR

С
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ответственно косинус и синус преобразования Фурье, R -действительная величина. 

При вычислениях используется трёхпараметрическое ядро Колтунова-Ржаницына 

( ) kk teAtR
t

kk

 −−
=

1
/

 
[6]. 

Выбор аппроксимирующих функций. При определении частот собственных 

колебаний тороидальной оболочки. Так же как и при расчете цилиндрической и конической 

оболочек. Используются методом Ритца. Успех этого метода в многом определяется 

выбором аппроксимирующих функций. Перемещение целесообразно определять в виде 

двойного ряда функций, а именно: 

  

 Пусть  определяет колебание элементарного кольца радиуса ; 

-колебание элементарного кольца радиуса -целые числа; налагая на 

перемещение  дополнительные условия , получаем 

  

где  

Определяем параметры деформаций для выбранных функций: 
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Составление характеристического уравнения. Определив параметры деформаций и 

составив выражение потенциальной П и кинетической Т энергии, находим, дифференцируя 

П и Т по , коеффициенты характеристических уравнений. Так как система функций, 

зависящих от , ортогональна, то вместо одного характеристического определителя такого 

вида:  

  

где   

 Коэффициенты  после простейших алгебраических 

преобразований могут быть написаны так: 

 

Последний интеграл берется в рядах и для малых  и больших  (этим членом 

можно пренебречь):  
 

 

  

Интегрирование коэффициентов  представляет собой значительные 

вычислительные трудности. Интегралы в замкнутом виде не определяются и их нужно 

вычислять с помощью рядов. Так как  величина малая, , то в коэффициентах 

 можно сохранить только члены , а именно: 

 

 

Однако в диагональных членах величиной  нельзя пренебречь по сравнению 

с величиной , так как порядок малости для ряда значений и  одинаков. В побочных 

членах можно сохранить только величины . В формулах (14) и (15) параметры 
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Для удобства вычислений приводим таблицу 1 значений .Для оценки частоты 

собственных колебаний можно воспользоваться следующей приближенной формулой 

 . 

Таблица 1. Значения  в зависимости от  и n 

  5 6 8 9 10 

0.5 
 

3,1724 

-3,2074 

3,1102 

-3,0676 

3,0691 

-2,9621 

3,0475 

-2,9379 

3,0392 

-2,9375 

0.25 
 

1,5032 

-1,1458 

1,4769 

-1,1076 

1,3708 

-1,0349 

1,2702 

-1,0258 

1.2158 

-1,0182 

 

Для малых  частота собственных колебаний практические не зависит от  числа 

волн по радиусу большего круга. Для малого , т. если , вычисление частоты 

осуществляется по формуле для бесконечно длинной цилиндрической оболочки. По мере 

уменьшения  частоты цилиндрической и тороидальной оболочек будут сближаться. Для 

малых  разница в частотах будет существенна из-за различия в коэффициентах . 

Формулами для цилиндрической оболочки можно пользоваться только для . 
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