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зависят от упругих параметров среды и определяются конструктивными особенностями 
конструкции. Фазовые скорости этих волн изменяются от значений скорости волны по 
цилиндру до значений скорости поперечных волн в металле. Волны имеют относительно 
большие амплитуды и характеризуются большими затуханиями, поэтому по мере увеличения 
расстояния между источником и приемником вклад их в общее поле уменьшается. 
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Аннотация. В работе рассматривается реакция цилиндрического слоя, находящегося 

в вязкоупругой среде, при воздействии поперечной (продольной) сейсмической волны. 

Установлено, что максимальное динамическое напряжение 10-15% выше статического, а 

волновые числа, при которых достигается максимальное значение, лежат в пределах 

между 0.25- 0,75. 
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Введение. При расчете сооружений решение дифференциальных уравнений движения 

на ЭВМ сеточным методом сводится к решению систем алгебраических уравнений. 

Дискретизация на основе метода сеток оказалась эффективным средством численного 

решения прикладных задач. С применением численных методов наиболее эффективно 

решены задачи для конструкций сложной формы в работах [1, 2]. В работах [3, 4,] для 

решения двумерных плоских динамических задач теории упругости используется метод 

конечных элементов в перемещениях. Для аппроксимации дифференциальных операторов по 

пространственным координатам применяется метод Бубнова-Галеркина. Применяются 

четырехугольные конечные элементы в полярной системе координат. Перемещения внутри 

конечного элемента изменяются по билинейному закону. Для обеспечения устойчивости 

конечно-элементной схемы вводится искусственная вязкость по напряжениям. 

Методы. Предполагаем, что гармоническая волна плоская и что фронт волны 

параллелен оси цилиндрического слоя (рис.1). Основные уравнения теории вязкоупругости 

для этой задачи о плоской деформаций сводятся к следующему уравнению. 

∆𝜑 − ∫ [𝑅𝜆(𝑡 − 𝜏) + 2𝑅𝜇(𝑡 − 𝜏)]Δ𝜑𝜕𝜏 =
1

𝑎2
𝜕2𝜑

𝜕𝑡2

𝑡

−∞
, ∆�⃗� − ∫ 𝑅𝜇(t-𝜏)𝛥�⃗� 𝑑𝜏

𝑡

−∞
=

1

𝑎2
𝜕2�⃗⃗⃗� 

𝜕𝑡2
 

где 𝑎2 = (𝜆0 + 2𝜇0)/𝜌, 𝑏2 = 𝜇0/𝜌; 𝜑 и 𝜓 – потенциалы перемещений. 𝑅𝜇(𝑡 − 𝜏) и 

𝑅𝜆(𝑡 − 𝜏) –ядро релаксации; 𝜈-коэффициент Пуассона, которого считаем нерелаксирующей 

величиной [5,6]. Падающая плоская волна рассматривается распространяющейся в 

положительном направлении оси х и представляется следующим образом: 
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−00  и величины амплитуды; 𝜔-круговая частота; 𝛼 и 𝛽 – волновые числа, которые 

должны быть комплексными числами 𝛼 = 𝛼𝑅 + 𝑖𝛼𝐼; в = 𝛽𝑅 + 𝑖𝛽𝐼, 𝛼𝐼 < 0 и 𝛽𝐼 < 0 обозначают 

коэффициенты затухания; 𝛼𝑅 и 𝛽𝑅 обозначают волновые число продольных волн и волн 

сдвига соответственно. Решение уравнения (1) можно искать в виде: 
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где 𝜑𝑘(𝑟, 𝜃) и 𝜓𝑘(𝑟, 𝜃) – действительные функции, удовлетворяющие уравнениям 
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Для описания вязкоупругих свойств материала использована теория  

Больцмана – Вольтера с ядром релаксации Ржаницына-Колтунова в виде  

𝑅(𝑡) = 𝐴𝑒−𝛽𝑡𝑡𝛼−1. При этом синус Г(𝑠) и косинус Г(𝑐) образцы Фурье ядро релаксации 𝑅(𝑡) 
выражается через Г(𝛼)-Гамма функция 
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Решение уравнения (4) выражается через функции Ханкеля 1-го и 2-го рода n-го 

порядка: 






=

−



=

−





 

+=





 

+=

0

*)2(*)1(

0

*)2(*)1(

sin)()(

cos)()(

n

ti

nnпп

n

ti

nnпп

enrHBrНВ

enrHArНА









, 𝛼𝑘л
∗2 =

𝛼𝑘л
1−𝐿𝑘

; 𝛽𝑘
∗2 =

𝛽𝑘
1−𝑀𝑘

, 



343 
 

где А𝑛, А𝑛
′

, В𝑛, 𝐵𝑛
′

 – коэффициенты разложения, которые определяются 

соответствующими граничными условиями; 𝐻𝑛
(1)(α∗r) и 𝐻𝑛

(2)(α∗r) – соответственно функция 

Ханкеля 1-го и 2-го рода n-го порядка 𝐻𝑛
(2)(α∗r) = 𝐼𝑛(α

∗r)− 𝑖𝑁𝑛(α
∗r). Решение (5) 

удовлетворяет в бесконечности 𝑟 → ∞ условию излучения Зоммерфельда [7]: 
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Для этого должно быть А𝑛′ = В𝑛′ = 0. Решение уравнения (5) представляется в виде: 
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Рис.1: Расчетная схема цилиндрического подкрепленного 

 отверстия находящиеся в вязкоупругой среде. 

Полный потенциал можно определить путем наложения потенциалов падающих и 

отраженных волн. Таким образом, потенциалы смещений будут [7,8]: 

)()( ki  += , ),,()( trр  = ,
)()( ki  += , ),,()( trp  =   

Отсюда следует, что напряжения, и смещения легко могут быть выражены через 

потенциалы смещений  
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где 
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)(tf  – некоторая функция; 𝑢𝑟-радиальное смещение; 𝑢θ – тангенциальное смещение; 

𝜀𝑟𝑟, 𝜀θθ, 𝜀rθ-элементы тензора деформации; 𝜎𝑟𝑟, 𝜎𝑟𝜃, 𝜎𝜃𝜃, 𝜎𝑧𝑧-элементы тензора напряжений. 
Как упоминалось выше, коэффициенты А𝑛 и 𝐵𝑛 определяются из соответствующих 
граничных условий.  

Граничные условия при 𝑟 = 𝑎, а – радиус цилиндрической поверхности разрыва будут: 
𝜎𝑟𝑟 = 0; 𝜎𝑟𝜃 = 0. 

Коэффициенты А𝑛 и 𝐵𝑛 определяются из соответствующих граничных условий для 
каждого значения 𝑛. Таким образом, концентрации напряжений в потоке при воздействии 
волны сдвига (2) принимает следующее значение [9,10]: 
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Ω1 = α1а;  Ω2 = β1а;  К∗
2 =

β∗
2

α∗
2 =

Сα∗
"

Сβ∗
2 =

2(1−ν)Г1
∗

(1−2ν)Г2
∗  

*

1Г  и *

2Г -описывают вязкоупругие свойства материала. 

В случае упругого цилиндрического тела в вязкоупругой среде на границе 𝑟 = 𝑎 
ставятся условия жесткого контакта, при которых на границе выполняется непрерывность 
напряжений и смещений: 

𝜎𝑟𝑟1 = 𝜎𝑟𝑟2; 𝜎𝑟θ1 = 𝜎𝑟θ2; 𝑢𝑟1 = 𝑢𝑟2; 𝑢𝑟θ1 = 𝑢𝑟θ2;  
где, 𝜎𝑟𝑟1, 𝜎𝑟θ1-напряжения в вязкоупругой окружающей среде; 𝜎𝑟𝑟2 и 𝜎𝑟θ2-напряжения 

вязкоупругого включения; 𝑢𝑟1, 𝑢𝑟θ1-радиальное и тангенциальное смещения окружающей 
среды; 𝑢𝑟2, 𝑢𝑟θ2-радиальное и тангенциальное смещения упругого включения. Если на 
границе контакта отсутствует трение, то 𝜎𝑟𝑟1 = 𝜎𝑟𝑟2; 𝜎𝑟θ1 = 𝜎𝑟θ2 = 0; 𝑢𝑟1 = 𝑢𝑟2. 

Результаты. Определение напряжений при 𝑟 = 𝑎. Вблизи цилиндрической полости 
контурные напряжения 𝜎θθ при 𝑟 = 𝑎 выражают концентрацию напряжений. Контурное 
напряжение при воздействии продольной гармонической волны имеет вид: 

𝜎𝜃𝜃
∗ =⋅ { (�̄�𝑎)𝐻𝑛−1(�̄�𝑎) [(𝑛

2 − 1)�̄�𝑎𝐻𝑛−1(�̄�𝑎) − (𝑛
3 − 𝑛+

1

2
�̄�
−2
𝑎2)𝐻𝑛(�̄�𝑎)]− 

−𝐻(1)𝑛(�̄�𝑎) [(𝑛
3 − 𝑛 +

1

2
�̄�−2𝑎2)�̄�а𝐻𝑛−1(�̄�𝑎) − 𝑛

2 + 𝑛 −
1

4
�̄�2𝑎2] }  (11) 

Концентрация напряжений при воздействии волны сдвига (или поперечных волн) 
имеет следующий вид: 
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|
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где 
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8

𝜋
(1 −

1

𝜒2
)∑ 𝑖𝑛+1

𝑛(𝑛2−1−
�̄�
2
𝛼2

2
)𝐻𝑛

1(�̄�𝑎)

𝛥𝑛
𝑠𝑖𝑛𝑛𝜃 𝑒−𝑖𝜔𝑡∞

т=0 ; 

𝛥𝑛 = �̄�
2
𝛼2(𝑛2 + 𝑛−

�̄�
2
𝛼2

2
)𝐻𝑛

1(�̄�𝑎)𝐻 𝑛

(1)
(�̄�𝑎) + �̄��̄�𝑎2(𝑛2 − 1)𝐻𝑛−1(�̄�𝑎) + 

+(𝑛 − 𝑛2 −
�̄�2𝛼2

2
)[�̄�𝛼  𝐻𝑛(�̄�𝑎)𝐻𝑛−1(�̄�𝑎) + �̄�𝑎𝐻𝑛−1(�̄�𝑎)𝐻𝑛(�̄�𝑎)]. 

Напряжение на границе жесткого включения при воздействии волны сдвига (𝑟 = а) в 
безразмерном виде имеет вид: 
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𝜎𝑟𝑟
∗ =

4

𝜋
{−
(1 − 𝜂)𝐻1

(1)
(�̄�𝑎)

𝛿1
𝑠𝑖𝑛(𝜃) +∑

𝑖𝑛+1𝐻𝑛(�̄� 𝑎)

𝛥𝑛
sin(𝑛𝜃) }𝑒

−𝑖𝜔𝑡
∞

 

𝜎𝑟𝜃
∗ =

2

𝜋

{
  
 

  
 

−
𝑖 �̄�𝑎2

�̄�
3
𝑎3𝐻1

(1)
(�̄�𝑎)+ 8𝜂(

�̄�
2
𝑎2

2 𝐻(1)0(𝛽𝑎)− �̄�𝑎𝐻1(в𝑎))

− 

−
2

𝛿1
[(1 + 𝜂)Н1(�̄� а) − �̄� аН0(�̄� а)с𝑜𝑠𝜃] − 

−2∑
𝑖𝑛+1[−𝑛𝐻𝑛

(1)(�̄� а) + (�̄� а)Н𝑛−11(�̄� а)]

𝛥𝑛
𝑐𝑜𝑠 𝑛 𝜃 } 𝑒𝑖𝜔𝑡

∞

𝑛=2

 

𝛿1 = −4𝜂Н1
(1)
(�̄� а)Н1(�̄� а) + (1 + 𝜂)�̄� аН0(�̄� а) + Н0(�̄� а), 

𝛥𝑛 = 𝑛�̄� аН𝑛−1(�̄� а)Н𝑛1(�̄� а) + 𝑛(�̄� а)Н𝑛−1(�̄� а)Н𝑛(�̄� а) − 

−𝛼�̄�𝑎2𝐻𝑛−1
(1)
(�̄� а)Н𝑛−1

(1)
(�̄� а). 

Здесь 𝜂 =  𝜌/𝜌1 представляет собой отношение плотности окружающей среды на 
плотность включения. При воздействии продольных волн в жестком включении компоненты 
тензора напряжений 𝜎𝑟𝑟

∗  и 𝜎𝑟θ
∗  принимают вид: 

𝜎𝑟𝑟
∗ = −

2

𝜋
{𝑖[(�̄�)𝐻1

(1)
(�̄�𝑎)]−1 − 2 [(1 + 𝜂)𝐻1

(1)
(1 − 𝜂)𝐻1

(1)
(�̄�𝑎)−

�̄�𝑎𝐻0(�̄�𝑎)] 𝑐𝑜𝑠( 𝜃)

𝛥1
)+ 

+2∑ 𝑖𝑛+1[−�̄�𝑎𝐻0(�̄�𝑎)/𝛥𝑟1] 𝑐𝑜𝑠 𝑛 𝜃 } 𝑒−𝑖𝜔𝑡
∞

𝑛=2

; 

𝜎𝑟𝜃
∗ = (−

2

𝜋
){2(1 − 𝜂) − 𝐻1

(1)
(�̄� 𝑠𝑖𝑛 𝜃/𝛥1 + 2∑ 𝑖𝑛−1 [𝑛𝐻𝑛

(1)(�̄� 𝑎)/𝛥𝑛]𝑠𝑖𝑛 𝜃 }𝑒−𝑖𝜔𝑡
∞

𝑛=2

 

𝜎𝜃𝜃
∗ = (1−

1

𝜒2
)𝜎𝑟𝑟

∗ ; �̄�2 =
�̄�𝛼
2

�̄�𝛽
2
. 

Компоненты тензора напряжений 𝜎𝑟𝑟
∗  и 𝜎𝜃𝜃

∗  упругого цилиндрического включения при 
𝑟 = 𝑎 в условиях воздействия продольных волн принимают следующий вид: 
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2
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2
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(1)(�̄�1𝑎) } 𝑐𝑜𝑠 𝑛𝑒−𝑖𝜔𝑡 𝛽 ; 

./

,cos)()())(1(1
1

)()()(
2

1
1

1
)(*

*

)
2

1̀
)1((

4

)
4

)1()1(
2

)(1
1

(

2

1

2

12

12

1121

2

2

2

2

1

)1(

212

22

1

3

22

0 22

1

22

1

44

122
22

1

21

































==





−







−+

+







+−








−+































−++

+−−−−−




−=

−

−−

−



=

+
 

где

enaHaIan

aHaIaannaI

ann
a

a
nnn

an

n

i

ti

nn

nnn

n

n

n
r

 



346 
 

Функции Бесселя и Ханкеля действительного аргумента табулированы также, как 

тригонометрические функции логарифма и являются известными функциями своего 

аргумента. Поскольку это действительные функции, они описывают установившиеся волны, 

на самом деле, установившаяся цилиндрическая волна представляет собой суперпозицию 

двух бегущих волн: одна расходится с осью цилиндра, а другая сходится с ней. Так как при 

𝑟 = 0 фазы этих двух волн противоположны, они погашают друг друга, и поэтому амплитуда 

установившейся волны остается конечной при 𝑟 = 0 [11,12,13]. Это утверждение 

используется при решении задачи распространения волн в вязкоупругих средах. 

Цилиндрической волне 𝐼0(𝑘𝑟) соответствует плоская установившаяся волна 𝑐𝑜𝑠(𝑘𝑥 − 𝜋/4), 
амплитуды последовательных максимумов вследствие распределения энергии на все 

большие цилиндрические поверхности не постоянны, а уменьшаются с расстоянием. 

Цилиндрическая волна 𝑁0(𝑘𝑟) асимптотически соответствует плоской волне 𝑠𝑖𝑛(𝑘𝑥 − 𝜋/4). 
На оси цилиндра (𝑟 = 0) 𝑔𝑟𝑎𝑑(𝑢) падающей и отраженной волны одинаковы, а амплитуда 

отраженной волны становится бесконечно большой в противоположность случаю плоской 

волны; поэтому функция 𝑁0 на оси цилиндра (𝑟 = 0)имеет полюс, т.е. представляет собой 

источник [14,15] 

 

Рис.2:. Распределение |𝝈𝜽𝜽| при различных значениях а при воздействии волн сдвига. 

1) А = 0.01;𝛽 = 0.05; 𝛼 = 0.1; А = 0.05; 𝛽 = 0.1; 𝛼 = 0.1 и для безразмерных 

волновых чисел в интервале 0.01 ≤ 𝛼 ∗  а ≤  3.0 

Результаты расчетов распределения |𝜎𝜃𝜃
∗ | при различных значениях волновых чисел 

приведены на рис.2. Следует заметить, что при 𝛽∗а = 0,1 и 𝛽∗а = 1,5 распределение 

напряжений почти такое же, как в статическом случае, в то времени как при боле высоких 

волновых числах распределение напряжений значительно отличается от статического 

случая. Максимальное динамическое напряжение на 10-15% выше статического, а волновые 

числа, при которых достигается максимального значения, лежат в пределах между 0.25- 0,75. 

Заключение. 1. Максимальное статическое давление грунта (𝑚𝑎𝑥) на трубы, 

уложенные в несколько ниток на расстоянии в свету 𝑑 = 3,0𝐷 друг от друга, меньше, чем на 

одиночную трубу в среднем на 10% для крайней трубы и на 20% для средней. При этом 

величина (𝑚𝑎𝑥) возрастает с ростом параметра 𝑑, имея минимум при 𝑑 = 0 (трубы, 

уложенные вплотную) и максимум при 𝑑 = 3,0𝐷, совпадающий с соответствующим 

значением для одиночной трубы. 

2. Давление (𝑚𝑎𝑥) убывает с ростом коэффициента Пуассона  грунта. Наибольшее 

значение величины 𝑚𝑎𝑥 соответствует опиранию на фундамент, наименьшее-на 

спрофилированное основание с большим углом охвата. Давление 𝑚𝑎𝑥 на крайнюю трубу и 

на среднюю трубу практически не зависит от числа ниток. 



347 
 

3. Разработана методика экспериментального определения скорости распространения, 
возврата и затухания взрывных волн в водонасыщенном грунте в сейсмографических 
экспериментах, проводимых в натурных условиях. Разработана методика исследования 
разрушения защитных сооружений под действием взрывных волн. 
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Аннотация. В работе рассматриваются вопросы определения давления грунта на 

трубы цилиндрического профиля. Задача решается методом конечных элементов.  
Ключевые слова: давление, грунт, труба, конечные элементы, фундамент, цилиндр. 
Аннотация. Бу ишда цилиндрик қувурларга тупроқнинг таъсир этувчи босимини 

аниқлаш масаласи кўриб чиқилади. Масала чекли элементлар усули орқали ечилади. 
Таянч иборалар: босим, тупроқ, қувур, чекли эементлар усули 
Annotation. Questions of the determination of the pressure of the soil are considered this 

work on the pipe of the cylindrical profile. The Problem is decided by the method of final elements. 
Key words: pressure, soil, pipe, final element, basement, cylinder 


