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Аннотация. Изучение дисперсия и затухание собственных волн в скважине с 

заполненной жидкостью является актуальной задачей механики. Вязкоупругие 
многослойные цилиндры ослабленного механического контакта широко применяются в 
современной технике. Целью работы является исследования демпфирующих свойств 
собственных волн в многослойных цилиндрических механической системах ослабленного 
механического контакта, а также исследования фазовой и групповой скорости 
структурно-неоднородной механической системы при различных геометрических и физико-
механических параметрах элементов механической системы. Для исследования 
демпфирующих свойств распространения волн на многослойных цилиндрических телах с 
учетом влияния геометрических и физико-механических параметров цилиндров применяется 
метод разделения переменных, метод теории потенциальных функций (специальные 
функции), метод Мюллера, метод Гаусса, метод ортогональной прогонки Годунова, метод 
разностных схем. Комплексные корни (фазовые скорости) дисперсионного 
трансцендентного уравнения при заданных волновых числах определяются численно-
методом Мюллера. Для структурно- неоднородных механических систем обнаружен 
механический эффект, обеспечивающий демпфирование волн механической системы в 
целом.  

Ключевые слова: собственные волны, коэффициент демпфирования, неоднородная 
механическая система, ортогональная прогонка, волновое число.  

Введение. В инженерной геологии и горной механике существует понятие 
поверхностей ослабленного механического контакта (ОМК), как поверхностей, вдоль 
которых нарушается жесткая связь между соседними участками среды, что приводит в ряде 
случаев к возникновению аварийной ситуации при проведении горно – технических работ 
[1,2]. Поверхностями ОМК могут быть границы смены слоев с различной литологией, тонкие 
прослойки мягких пород, тектонические разрывы, поверхности смены условий осадко-
накопления и т.п. Диагностика и локализация поверхностей ОМК акустическими и 
сейсмическими средствами представляет задачу, которую можно решить только детально 
разобравшись в природе волнового поля, распространяющегося в длинных цилиндрических 
слоях, имеющих несовершенный контакт с окружающей средой. В общем случае, степень 
ослабленности характеризуется эффективным коэффициентом связи Kv входящим в 

граничное условие, связывающее тангенциальное напряжение на контакте  со скачком 

смещений  , параллельных границе: [3,4]. Жесткий контакт получается при 


u

vК u = 
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, скользящий контакт при . Таким образом, скользяший контакт является 

предельным случаем ОМК и можно предположить, что основные особенности поля при 
 должны иметь много общего с полей, наблюдаемом при большом ослаблении 

контакта . Изучению особенностей динамики слоистых цилиндрических тел с жестким 

контактом уделяется большое внимание в работах [5,6]. В этих работах исследованы 
различные аспекты процессов возбуждения и распространения волн в цилиндрических телах, 
связанных с различными упругими и акустическими средами. В [7] рассмотрено 
нестационарное поведение волнового поля, распространяющиеся в цилиндре при 
воздействии импульсных давлений с учетом ОМК. В работах [8,9] изучены свойства 
поверхностных волн в упругом цилиндре, контактирующего с безграничной упругой средой. 
Исследования корней дисперсионного уравнения является необходимым этапом решения 
целого ряда практически важных задач. Построено дисперсионного уравнения и на основе 
численного метода Ньютона получены чысленные результаты для жесткого контактного 
условия. В частности, исследование асимптотического поведения корней при стремлении 
волновых параметиров к нулю либо бесконечности играет важную роль в анализе 
распространения нестационарных волн при воздействии ударной нагрузки [10,11]. В 
настоящей работе рассматривается задача распространения волн в деформируемом слое, 
находящейся в скользящем контакте с вязкоупругим полупространством.  

Постановка задачи и методы решения. Рассматривается задача распространения 
собственных волн (или колебательные процессы) в многослойных цилиндрических телах, 
находящихся в вязкоупругой (или акустической) среде. Уравнения движение многослойного 
тела и окружающей ее среды, при отсутствии массовых сил, удовлетворяет интегро-
дифференциальным уравнениям: 

 
2

2
2 )~~

(~

t

u
udigradu кккк




=++




  , (к =1, 2, 3..N, N+1)  

Здесь u


- вектор перемещений точек среды; к-плотность материала к-го слоя; к
~ -

коэффициент Пуассона к-го слоя; N-число слоев; 

  

( )tf –произвольная функци времени; ( ) −tR к
 и ( ) −tR к  

– ядра релаксации, 

кк 00 ,  –мгновенные модули упругости. 

 Принимаем интегральные члены в (2) малыми. Далее применяя процедуру 
замораживания, заменим соотношения (2) приближенными вида  

, 

  

Здесь  
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S
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S

к
, 

соответственно косинус и синус образы Фурье ядра релаксации; R - действительная 

величина. В качестве примера вязкоупругого материала примем трех параметрическое ядро 

релаксации Колтунова -Ржаницына ( ) кк teAtR
t

кк

 −−
=

1
/ . Между слоями ставится условия 

жесткого контакта. 

 

или скользяшего (ОМК) контакта 
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Если на контакте имеется трение, то 

 , 

где k-коэффицент трения. 
Потенциалы перемещений на бесконечности r → ∞ удовлетворяют условию излучения 

Зоммерфельда: 
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Уравнение (1) решается в потенциалах перемещений. Тогда для вектора перемещений 

справедливо разложение Грина -Лемба  
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Здесь   

Геометрия объекта и естественное предположение о характере волнового движения 
вдоль оси Oz позволяют в значительной мере предугадать форму искомых скалярной и 
векторной функций. Они должны представить бегущие вдоль оси Оz волны. На основе этого 
соображения решение волнового уравнения (7) ищется в виде  

 

здесь введены и далее использованы безразмерные координаты ; n- 

целое число; -безразмерная постоянная распространения волн. Входящие в (8) 

неизвестные функции радиальной координаты удовлетворяет следующим обыновенным 
дифференциальным уравнениям:  

(1) (2) (1) (2) (1) (2) (1) (2); 0;rr rr r r rz rz r ru u      = = = = = =

(1) (2) (1) (1) (1) (2) (2) (2) (1) (2); , ;rr rr r rz rr r rz rr r rk k u u        = = = = = =
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Решение обыновенных дифференциальных уравнений с комплексными 
коэффициентами (9) выражается через специальные функции Бесселя и Ханкеля [19].  

Методика получения дисперсионого уравнения 
Рассмотрим в цилиндрической системе координат (r,z,θ) модель механической 

системы, состоящей из многослойной трубы: 1.(𝑟1 ≤ 𝑟 ≤ 𝑟2), 2. ( ),.n-1(𝑟𝑛−2 ≤ 𝑟 ≤ 𝑟𝑛−1) , n 
(𝑟 ≥ 𝑟𝑛). Будем считать, что пространство внутри трубы (𝑟0 ≤ 𝑟 ≤ 𝑟1) заполнено жидкостью.  

Рассмотрим задачу о собственных колебаниях, возникающих в такой системе. 
Уравнения движения среды, для продольных и поперечных потенциалов, представляются в 
виде (7)- (9) 

На границах раздела упругой среды с жидкостью выполняются граничные условия 
непрерывности нормальных составляющих перемещений и напряжений и равенства нулю 
касательных напряжений.  

Решение уравнений (9), удовлетворяющие условию конечности поля на оси  и 
условиям убывания на бесконечности, можно записать в форме 

 

Здесь  и Nn-функции Бесселя и Неймана комплексного аргумента n-го порядка. 
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Подстановка выражений (10) в граничные условия (4) с учетом (11) дает систему 6n 
линейных независимых уравнени с комплексными коэффициентами с 6n неизвестными. 
Задача распространения собственных волн сводится к проблеме собственных значений с 
комплексно выходящими параметрами  

 
где матрица А, в общем случае, имеет блочно – диагональную структуру. Матрица С 

состоит из матриц блочной структуры, элементы которой состоят из комбинации функции 
Бесселя (или Ханкеля) комплексного аргумента 

 

Здесь элементы  являются комплексными матрицами с 

размерностями (6к х 6к). Условия существования нетривиального решения приводит к 
дисперсионному уравнению, которое определяет фазовую скорость нормальных волн как 
неявную функцию комплексной частоты и фазовой скорости  

 , 
где k=1,2,...n; D-геометрические параметры. 
Известно, что вычетами в корнях дисперсионного уравнения (12) описывается поле 

нормальных волн, возникающее в вязкоупругой механической системе имеющий ОМК(одно 
или несколько). Комплексные корни отвечают затухающим собственным колебаниям. Если 

рассматривается упругая механическая система, то , и в волновых процессах 
распространения волн волны изменяют свою амплитуду только за счет геометрического 
расхождения и дисперсии, комплексные же корни описывают волны с утечкой, у которых 
наблюдается дополнительное экспоненциальное затухание с расстоянием вследствие 
переизлучения энергии из слоя (для тела, не связанной с безграничной средой). По этим 

причинам изучение поведения корней на комплексной плоскости переменных и , как 

функций от безразмерного параметра  , представляет важную часть исследования 

решений.  
Корни уравнения (12) можно разделить на два класса. К первому классу отнесем те из 

них, которые при  находятся на конечном расстоянии от начала координат. Все 

остальные корни относятся ко второму классу. В формулах (7) – (8) частота определяется 

выражением , то корни первого класса описывают затухающие 

колебания, спектр которых начинается с нулевой частоты. Корни же второго класса 
отвечают колебаниям, начинающимся с граничных частот  

 

Поведение корней при выполнении условий   

детально изучено в работе [20]. Для конкретного примера рассмотрим распространение 
и затухание собственных волн в двухслойных цилиндрических телах (к=1,2) с жидкостью 
(к=0), находящихся в безграничной среде (к=3). Выше приведенная механическая система 

представляет модель скважины. Комплексная фазовая скорость обозначается через , и 

групповая скорость определяется комплексными величинами . Реальные части 

собственных волн выражают групповую скорость, а мнимые части выражают коэффициенты 

затухания групповых волн. Затухание волн определяется через  следующими формулами  

. 

Заключения. В случае скользящего контакта диссипативных механических систем с 
ОМК существуют интерференционные колебания, дисперсионные свойства которых мало 
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зависят от упругих параметров среды и определяются конструктивными особенностями 
конструкции. Фазовые скорости этих волн изменяются от значений скорости волны по 
цилиндру до значений скорости поперечных волн в металле. Волны имеют относительно 
большие амплитуды и характеризуются большими затуханиями, поэтому по мере увеличения 
расстояния между источником и приемником вклад их в общее поле уменьшается. 
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Аннотация. В работе рассматривается реакция цилиндрического слоя, находящегося 

в вязкоупругой среде, при воздействии поперечной (продольной) сейсмической волны. 

Установлено, что максимальное динамическое напряжение 10-15% выше статического, а 

волновые числа, при которых достигается максимальное значение, лежат в пределах 

между 0.25- 0,75. 
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